Einfiihrung in den Raum der Funktionen mit beschrankter
mittlerer Oszillation

Marc-Robin Wendt

Definition des Raumes BMO(RY)
Seien u € L} _(RY), @ c RN offener Wiirfel. Wir bezeichnen mit

loc
ug = fu(a:)da: = ﬁ /u(m)dx
Q Q

den Mittelwert der Funktion u auf Q.
Dabei gelten folgende Rechenregeln, die unmittelbar aus den Eigenschaften des Integrals folgen:

1. ug+vg = (u+v)g, (au)g = aug,
2. ut+v—(ut+v)g=u—ug+v—rg,
3. du— (Au)g = AMu —ug),

4. u=c=const. = ug = c.

Definition 1
1) u € L}, (RY) heiit von beschréinkter mittlerer Oszillation, wenn

|tt|bmo := sup 7{|u(x) —ugldx | <400, Q Wiirfel in Standardlage.
QCRN
Q

2) bmo(RY) := {u € L} (R™) | |u|pmo < +00}.

loc

Mit den oben aufgefiihrten Rechenregeln ist bmo(R”) ein Vektorraum. |:|pmo ist eine Halbnorm auf bmo(RY).
Die Homogenitét sowie die Dreiecksungleichung folgen dabei direkt aus den Eigenschaften des Integrals.

In der Definition der Halbnorm kénnten auch beliebige Wiirfel zugelassen werden, die sich nicht notwendig in Stan-
dardlage befinden miissen. Dadurch wiirde sich die Zahl der zugelassenen Funktionen in der Definiton des Funktio-
nenraums bmo(R”) verringern. Im Sinne der Mengeninklusion gelten alle weiteren Aussagen auch fiir den , kleineren®
Funktionenraum, bei dessen Definition beliebige Wiirfel zugelassen wurden. Deswegen stellt die Beschrankung auf
Wiirfel in Standardlage in Wirklichkeit eine Situation mit groBerer Allgemeingiiltigkeit her.

Im Folgenden seien alle Wiirfel in Standardlage, d.h. die Kanten parallel zu den Koordinatenachsen gelegen.

Sei nun u € bmo(RY) mit |u|pme = 0 und seien Q,, Q1 C RY beliebige Wiirfel. Aus der Definition von |u|pme
erhalten wir
|u(z) —ug,| =0 ffa. x € Q, sowie

|u(x) —ug,| =0 ffa. z € Q1.
Falls Q,NQ; # 0 folgt damit ug, = u(z) = ug, ffa. z € Q,NQ1. Wird der Raum RY durch eine aufsteigende
Folge von Wiirfeln ausgeschopft (RY = |J Qk, Qr C Qkt1), so erkennt man, da8 u fast iiberall auf RY
1

konstant ist. Aus dieser Kenntnis heraus ist die folgende Definition des Raumes BMO motiviert.

Definition 2

BMO(RY) := bmo(RY)/R

llullBMo = |@]bmo mit & € u € BMO.



|lu|lsmo ist wohldefiniert, d.h. insbesondere repriisentantenunabhiingig. Seien dazu v €BMO und wuy,us € u
gegeben. Aus der Definition von BMO folgt u;(z) = uz(z) + ¢ fla. x € RV, ¢ € R. Mit den oben genannten
Rechenregeln ergibt sich fiir einen beliebigen Wiirfel Q c RV

/|u1(x) —ui gldr = / lua(z) + ¢ — (u2 + ¢)gldx = / lug(z) — ug,qldx
Q Q Q

und damit |u1 |bmo = |t2]bmo-

Somit haben wir BMO als normierten Vektorraum mit der Norm || - ||mo-
Satz 3

BMO(RY) ist vollstindig bzgl. ||u|/smo-

Beweis:

Fiir zwei beliebige Wiirfel Q, C Q" und eine bel. Funktion u eBMO(RY) gilt |ug, — ug/| < ¢, - ||ullBmo,
denn

lug, —uq| = f|uQn —uqldr < ]{ lug, — ul + |u— ug|dx
QO QO
1 |Q'|
< lullemo + 57 [ lu—ugrldz < lullemo + 5 llullBvo
Qo Qo
Ql
Q']
(L+ =) - llullBmo- (1)
1Qol
Seien {u;} C BMO(RY) eine CAuCHY-Folge und Q, C RY ein beliebiger, aber fixierter Wiirfel. Wir setzen
Vg 1= Up — Ug,Q,. Im weiteren bezeichne vy einen Représentanten der Aquivalenzklasse. Die Folge der vy

bilden eine CAUCHY-Folge in L*(Q), wobei @ C R¥ ein beliebiger Wiirfel sein kann. Um dies einzusehen,
gehen wir in zwei Schritten vor. Zuniichst zeigen wir, daf$ {v;,} eine CAUCHY-Folge in L(Q’) ist, wobei @’
ein Wiirfel sei, fiir den @, C @' gelte. Mit Hilfe von (1) erhalten wir

l(vj —vK)g| = fvj — vpdz| = %uj —uj,Q, — Uk + Uk,Q,dT
o] o]

- %“J‘ — ugdz — j'{“mo —uk,Q.dz| = [(uj —uk)g — (u; — uk)q,|
a7 &
¢o - [luj — ukllBMO

IA

und die Definition der vy, liefert

lvj —viq — (vk —ve@)llLvy = luj —ujq — (ur —urg )l @
= /Iuj —up — (uj — ug)qr|dr
Q/
< luy = ugllBymo - Q']

Damit folgt, daf3

lv; —vjq — (vk — v, ) L@y + (v — o) llLr @)
Juj — ukllBmO - [Q'| + €6 - [l — uk|lBMO - |Q']

lvj —vklloigy <
<

womit gezeigt wire, dafl die {vy} ein CAUCHY-Folge in L!(Q’) bilden. Fiir den zweiten Schritt sei Q C RY
ein beliebiger Wiirfel. Dann existiert ein Wiirfel " derart, dal Q € Q' und Q, C Q' erfiillt sind. Wie gerade
gezeigt bilden die {v;} eine CAUCHY-Folge in L!(Q’) und aufgrund der Mengeninklusion auch in L*(Q).

Damit existiert eine eindeutig bestimmte Grenzfunktion v € L'(Q) mit vx — v in L'(Q). In Wirklichkeit
existiert sogar eine Funktion v € L} (RM) mit vy — v in L}(Q) fiir beliebige Wiirfel Q.

Um dies zu erkennen, geniigt es zu bemerken, daf} fiir einen weiteren Wiirfel Q mit Q@ N Q # () und vp —
in L'(Q) die Gleichung v = ¥ fast iiberall in Q N Q erfiillt ist. Schopfen wir den Raum RN mit einer

aufsteigenden Folge von Wiirfeln aus, so erhalten wir gerade jene Funktion v € L}, (RY).
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v ist Grenzfunktion von uy im Sinne der BMO-Norm:

Die Definition der vy, liefert ||uy —vi||smo = 0 und |Ju; —ug|BMo = ||v; —vk||BMO, also bilden die vi, ebenfalls
eine CAUCHY-Folge in BMO.

Sei € > 0 bel. gewéhlt. Sei n, € N so grofi gewéhlt, daf ||v; — vk|lBmo < € V 4,k > n, ist, d.h.

sup j{h}j — v — (vj —vg)gldr < eV j, k> n,.
QCRN

In dieser Ungleichung kénnen wir mit j zur Grenze iibergehen und erhalten ||vx, — v||pmo < € und mit Hilfe
von |jur, — v|lsmo < |Jur — vkllBMO + |[vr — v]lBMO die Konvergenz in BMO. Mit der Dreiecksungleichung
|lv — ugllBMoO = ||v]lBMO — ||uk]lBMO folgt, daBl v in BMO ist.

Bleibt noch zu zeigen, dafl v nicht von @, abhingt. Wir fixieren einen weiteren Wiirfel ¢; und setzen

wy, = Uk — Uk, Analog wie oben erhalten wir eine Funktion w € BMO(RY) mit w, — w in L1(Q) fiir
beliebige Wiirfel Q und ||w — ug||gymo — 0 fiir k¥ — oo. Fiir einen beliebigen Wiirfel Q gilt

/|U—w|dm /\v—uk|dx+/|uk—w|dm
Q Q Q

QI - (lv — ukllBmo + [lw — ukllBnmo)
und somit v = w f.ii. in RV. [ |

IN

IN

Aquivalente Norm

Bevor eine dquivalente Norm angegeben wird, zeigen wir ein Kriterium, mit dessen Hilfe die Zugehorigkeit
einer Funktion zum Raum BMO iiberpriift werden kann.

Lemma 4
Sei u € L, (Q) und es gelte sup (f lu(z) — cQ|dx> < oo fiir Konstanten c¢g, die vom Wiirfel ) abhéngen
QCQ \Q
koénnen. Dann ist u €bmo(€).
Beweis:
sup ?{|u(x) —ugldx < sup j{|u(x) —col| +|cg —ugldx
QEQ QCO
Q Q
= sup j{|u(x) —coldz + |eg — %u(m)dm\
QCQ
Q Q
< sup ?{|u(x) —coldz + j{ lcg — u(x)|dx
QCh 5

Q

= 2. sup %|u(m)—cQ\dI < 400
QCh 3

Mit Hilfe des Lemmas wird folgende Beziehung nachvollziehbar, die gleichzeitig eine &dquivalente Norm cha-
rakterisiert,

1 1
S lulpme < 8 inf — —ddz | < Julpmo.
glihmo < s | inf o Q/ u(e) = ldz | < o

Inklusion von L*(RY)

L>(RY) € BMO(RY) (echte Inklusion!)
Beweis:
Sei u € L®(RY) , Q c RN Wiirfel. Mit der Ungleichung

§1u(w) ~ uolds < § lull e, + uolds = s + il < 2- =)
Q Q
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folgt sup (f lu(z) — uQ|d:c> <2 J|ull poo (rvy -
QCRN \Q

Es gilt: u(x) := In|z| € bmo(f2), aber u ¢ L>°(Q) fiir 0 € .
Beweis folgt in Bemerkung 12.

Definition des Raumes BMO((2)
Sei Q C RY eine fixierte offene Menge.

Definition 5

1. u € L}, () heiit von beschréinkter mittlerer Oszillation, wenn

[U|bmo() := sup ]ﬁu(m) —ugldr | <400, @ Wiirfel in Standardlage;
QCQ
Q

2. me(Q) = {U € Llloc(Q) | |u|me(Q) < +OO}7
3. BMO(Q) := bmo(Q?)/R;

4. [lullBmo(@) = [Ubmo(n) mit @ € u € BMO(Q).

Satz 6
BMO(€) ist BANACH-Raum, wenn 2 zusammenhéngend ist.

Satz von JOHN/NIRENBERG, Aquivalente Charakterisierung

Bevor wir zum Satz von JOHN/NIRENBERG kommen konnen, miissen wir ein niitzliches Resultat von CAL-
DERON und ZYGMUND zur Verfiigung stellen.

Satz 7 (Zerlegungssatz von CALDERON/ZYGMUND)
Sei u € LY(Q),Q C RN Wiirfel. Sei s > 0, so da$§ § |u|dz < s.
Q

Dann existieren {Qx}ren C @ paarweise disjunkte offene Wiirfel mit:
oo
() Jul <sfi.in @\ U Q,
k=1
(2) ¢ |u(z)| de <2Ns Vk €N,
Qk

(3) 3 1Qu] < 1 f Julde.
k=1 Q

Beweis:
Q sei (durch halbieren jeder Kante) in 2V gleichgroBe Wiirfel geteilt. Q11,Q12 ... bezeichne die offenen
Wiirfel, fiir die |ulg,, == ¢ |u|dz > s gilt. Fiir diese Wiirfel gilt:

Q1k
s1Quil < [ Julde < /\u|dx < 51Ql = 52V |Quil.
Q1k Q
Die verbleibenden Wiirfel, fiir die § |u|dz < s gilt, seien wieder in jeweils 2V gleichgrofie Wiirfel geteilt.
Q21, Q22 . .. bezeichne dabei die offenen Wiirfel, fiir die |u|g,, > s gilt. Die verbleibenden Wiirfel werden

wiederum geteilt, u.s.w. . Auf diese Weise erhalten wir eine Folge von offenen Wiirfeln Q;x, die wir in Qy
umbennen, fiir die gilt:

s@ug/ﬁwaﬂN@m
Qr

Also gilt fiir diese Wiirfel Eigenschaft (2). Durch Summation der linken Ungleichung iiber k erhalten wir (3).
Eigenschaft (1) ergibt sich mit folgender Uberlegung:

Da u iiber ganz Q integrierbar ist, sind fast alle Punkte von Q LEBESGUE-Punkte von u. Dieses gilt dann
ebenfalls fiir @ \ |J Q. Fiir einen LEBESGUE-Punkt z gilt allgemein

lim ]{IU(y)Idy = [u(z)],
1—+00
w;
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wenn fiir die Folge von Wiirfeln {W;} gilt x € W; , W31 CW; Vi € N und lim |[W;| =0. (%)
1—> 00

Sei x € Q\|J Q@ LEBESGUE-Punkt. Dann existiert nach obiger Konstruktion eine Folge von Wiirfeln {W; },¢n,
fiir die () gilt und |u|lw, <s VieN.
Damit gilt |u(z)| = hm § |u(y)|dy < s und somit (1). [ ]

Satz 8 (JOHN/NIRENBERG)
Sei u €bmo(Q?) , Q, C Q@ Wiirfel, uy, g, :={z € Q, | |u(z) —ug,| > o}

Dann:

—ao

[ug,qo| < B+ |Qo| - e"pme@ Vo >0,

wobei B > 0, a > 0 nur von der Dimension N abhéngen.

Fiir den Beweis benotigen wir folgendes Lemma:

Definiere: F(o) := bup{% | Q CQ,fecbmo(2),0 < |flomo) < 1}
Dann gilt:

O F(o) < 5,

@ F(o )<l~F(072N) Vo>2Vv 2 Ng>s>1,

@ Flo)<A-e Vo> 2

Beweis:

@ Angenommen F(o) > 2 = 3Q CQ,f € bmo(Q): %>%

= |fo.0 > f |f(z) (RACHRS [ET >ff |f (=) ledx> |fo.0|, was zum Widerspruch fiihrt
0.Q

[fa,Q:{er\|f<x>—fQ\>a}:{er\w>1}]

@ Seien 0 > 2N 27 N5 > 5>1,Q C Q, f € bmo(Q) mit 0 < |flbmo() < 1 beliebig.
Es gilt: ¢ |f — foldz < [flomo) = |f — f@lbmo) <1 < s.
Q

Damit kénnen wir C/Z auf f — fg und den Wiirfel Q anwenden. Die Wiirfel @y, seien aus C/Z iibernommen.

[fool =Rz € Q| 1f(z) - fol > o}

=|{z e kL:Jl Qr | |f(x) = fol > o} [da o > s und mit C/Z (1)]
= ki; Hz e Qx| |f(x) — fol > o} [ Qk paarweise disjunkt)
< 3 lfr € Qu | £(w) ~ foul > 0~ 2Vs) C/2 (2)]

o <|f(z) = fol <1f(x) = foul +1fq. — fol <If(x) — fql +Qf |f = foldz < |f(x) — fq.| +2Vs

Da |f = fQulbmo(n) < 1 folgt fiir jeden Summanden aus der Definition von F

{z € Qi [ 1f(@) = fa.l > 0 —2Vs}| < F(o —2%s) f|f — fqildx
< F(o—2%s) - |Qul - [If — foll < F(o —2Vs) - \le

und damit und C/Z (3 ) folgt
[foql < Fo —2%s )Zle\<1F0’—2N flf — feldz .

Da Q und f beliebig waren, kénnen wir in dleser Ungleichung zum Supremum iibergehen und erhalten somit
die Behauptung.

®) Setze o := 7. Falls F(o) < A- e, dann folgt aus @) mit s = e und o + 2Ve anstelle von &

Flo+2Ve)<1.F(o)<1.A. = A.ealo+27e),

o =
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Wenn also F((g) < A-e~ fiir alle o eines Intervalls [z, z + 2Ve] mit z € R gilt, dann gilt diese Ungleichung
fiir alle o > 2.

1
Es gilt mit @: F(o) < % < 9~Neett (1—==) e @ fiir gff <o< iif +2¥¢ und damit @).
e
—_————
=A
Betrachte g(o) := £~ und bestimme A = min {A(z)} wobei A(z) ;== max {g(0)}|.
g 2€Ry c€lz,z2+2Ne]

Beweis von Satz 8:
Seien u und @, entsprechend den Voraussetzungen des Satzes gegeben.
Vorerst nehmen wir [u|pmo(q) = 1 an.

Nach Konstruktion von F(o) gilt fiir o > iif

ua < F0) [ lu@) - ug,lda
Qo
< A~e_o‘”/|u(x)—qu\dx
Qo
_ 2*Neﬁ(1—é)-e*aff/m(x)—u%ux
Qo

1

< et -e_a”/|u(m)—uQD|dx
Qo

N~
=:B

< B-em7 Q-

gie ist und |us.q,| < |Qo|, gilt die Ungleichung |usq,| < B -e™*7 - |Q,| schon

Da B-e™®7 > 1fiir 0 <o < =

fiir jedes o > 0.

Sei nun |u|pme(n) > 0 beliebig.
Wir definieren o := m Damit ist |@|pmo(0) = 1 und es gilt

ltgQ,| < B-e™"7 - |Qo| Vo >0.

Setzen wir anstelle von o den Wert m in diese Ungleichung ein, so erhalten wir
- - o —Ol+
{re it - a1 > b<pe o
|U|bmo(9)
Beachtet man, daB 4g, = . - ug, ist und damit
° "u"bmo(ﬂ) °
o) 5 . 1
T <la(x) —uq,| = ————u(z) —uq,|,
[t|bmo(0) U bmo(0)
so folgt daraus die Behauptung. |
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Folgerung 9 (Aquivalente Charakterisierung)
Sei u € L, (). Dann sind #dquivalent:

loc

1° u € bmo(92)
20 ABb>0VQCOQVo>0: |usgl <B-|Q| e

S

1
3° dB,b>0V1<p<+oo: (supéf|uuQ|pdx> <i(B-p-L(p)»
QC Q

4° AC,e>0vV Q CQ: fec"“_“mdx <C-Q|.
Q
Beweis:
1° = 2°: Folgt direkt aus (J/N) mit b := Taloma
2°0=3°:
Sei @ C 2 beliebig gewihlt. Dann gilt:

/|u(w)—uQ|pdm p~/|uan\ oP Yo
Q 0

< peBQl [0 27
0
T _e(s\P11
= p~B~|Q|~/e (5) Eds [s = bo]
0
N
= p-B-|Q|- (b) -/e_ssp_lds
NI
=I'(p)

Dividieren wir die entstandene Ungleichung durch |@|, héngt die rechte Seite nicht mehr vom gewihlten
Wiirfel @ ab. Wir kénnen auf der linken Seite zum Supremum iiber alle Wiirfel Q C 2 iibergehen und
erhalten 3° durch potenzieren mit %.

3% = 1°: Setzen wir in 3° fiir p=1 ein, folgt unmittelbar |u|pme() < % und somit 1°.

2° = 4° : Es gilt allgemein

+oo
/tp(f(x))dm = / Hz e Q| f(x) > a}| ¢'(0) do.
0

Q

Wird (o) := e” — 1 gesetzt fiir o € [0, +oo[ und f(z) := & - |u(z) — ug), so erhalten wir mit Hilfe von 2° fiir

2
einen beliebigen Wiirfel @ C 2

+oo
/e%|u<z>—ucz|dx “lo = / € Q| glula) ~ug| > o} -7do
Q 0
—+o0
B-|Q|- / eV 7 do
0
—+o0

~ Bl [erar=51Q

0

IA

Mit der Addition von |@| in dieser Ungleichung ergibt sich 4°, wobei C' := B+ 1 und ¢ := g sind.
4° = 2° : Seien @ C 2 ein Wiirfel und o > 0 beliebig. Aus 4° folgt

C-lQl > /ec"“_“‘?‘dx > / evlvmueldy > €7 - Jug g

Q Us,Q

Mit B := C und b := ¢ ergibt sich damit 2°. |
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Bemerkung 10
Bedingung 2° 148t sich wie folgt abschwichen, ohne dal dabei die Zugehorigkeit der Funktion u zum Raum
bmo(Q2) verloren geht:

Sei u € L}, (). Es gelte:

IBb>0VQRCQIcg=c(Q)=const. Vo>0: [{z€Q||ux)—cq| >0} <B-|Q| e . (2)

Dann ist u € bmo(Q), denn [ |u(z) — cgldz < [ [{z € Q | |u(z) — cq| > o}|do < £ -|Q)|.
Q 0
Mit Lemma 4 folgt nun die Behauptung.

Folgerung 11
Sei Q, C Q2 ein beliebiger Wiirfel. Dann gilt die Inklusion bmo(Q,) C )  LP(Q,).

1<p<+oo
Beweis:
Aus dem Beweisschritt 2° = 3° von Folgerung 9 wissen wir, da [ |u — ug,|Pdz < p- B -|Qo| - (£)" - T(p)

ist. Also haben wir |lu — ug, ||zr@,) < (P B-|Qol - T'(p ))% Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt nun
die Behauptung;:

1 1 1_
lullzr@oy < llu = uq.llzr@o) + llu.llr@.) < 5 (P~ B - |Qo| - I'(p))* + Qo] Hlull 21 g

Bemerkung 12
Wenn u(z) := In |z| fiir x € Q ist, gilt schon u € bmo().
Zum Beweis wollen wir die Bemerkung 10 benutzen. Sei dazu @ C 2 bel. Wiirfel mit Kantenldnge h.
Seien £,7m € Q so gewihlt, daBl || = max |z| , || = min |z|.
T€Q z€Q

Sei z € Q , = # 0 beliebig gewihlt. Dann ist |u(z) — u(§)] = 1n |‘§‘| und somit

€l
||

Das bedeutet, daf§ u§ = B,-«¢|(0) N Q. Die Werte von u(¢) sollen (in Abhéngigkeit vom Wiirfel Q) die Rolle
der in (2) benutzten cq tibernehmen. Nun wird der Radius der Kugel B.-o¢|(0) derart erweitert, daf wir
Konstanten B und b bestimmen konnen, die (2) geniigen. Zu diesem Zweck reicht es aus, nur u$ # @ Zu
betrachten. Dann ist 7 € u§ und es gilt [€|le=7 > |n| > €] — |€ — 5| > |¢| — v/ Nh. Damit ist also [¢] < 1 N

und somit u§ C B\ﬁh (0). Fiir das Maf von u$ gilt folglich |u§| < (X2 VN YN - |By| - |Q|, wobei |B;| das Maf3

e’ —1

{reQ|lu@)—uw@)|>0}={zeQ| In >0} ={zeQ|e g > |z[} = uf.

der Einheitskugel bezelchne
Sei f(o) := (e‘fl)N\Bﬂ fiir 0 > 0. Losen wir f(0,) = 1, erhalten wir o, = In(1 + V/N|B1|¥).
Es gilt

flo)>1fir0<o <o, und f(o) <1 fiir o > o,. (3)

Gesucht wird nun eine Funktion der Form g(o) = B - e~ fiir die (3) analog gilt und die fiir o > o, die
Ungleichung g(o) > f(o) erfiillt. Fiir eine Funktion g mit diesen Eigenschaften gilt fir o > o,:

[u§| < f(0)-1Q] < g(0) - 1Q).

Fiir 0 < 0 < 0, folgt aus der Inklusion u§ C Q aber [u$| < |Q| < g(0) - |Q| und wir hitten damit die
Voraussetzungen fiir die Bemerkung 10 erfiillt.

Man kann nun nachpriifen, daB fiir B := (1+v/N|By|¥)Y und b := N die Funktion g den oben geforderten
Eigenschaften geniigt. Es sei explizit erwéihnt, dafi die Konstanten B und b nicht vom gewihlten Wiirfel Q
abhéngen. Also ist u € bmo(Q).
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